Kuantum Mekaniginde Pargacigin Konumunu Bulmada Olasilik Yaklagimi

Eren Veysel Ersoy

Kuantum mekaniginde bir parcacigin konumunu bulma olasiligi icin neden dalga fonksiyonunun mutlak
deger karesinin integralini almaya gerek duyuyoruz?

Fizik 6grencileri bu konuya asinadir ve hemen integral formunu ezbere yazabilirler, ancak bu integral
iceren ifadeye hangi diisiince asamalarindan sonra gelindigi ve bunun fiziksel yorumunun nerelere
dayandigi gibi hususlar sinav telasi ve zamansizlik yiziinden genellikle hep atlanir.

Bazi kisa hatirlatmalar yaparak konuya yavas yavas isinalim.

A) Kisa Hatirlatmalar

Bir pargacigin uzayda belli bir bolgede (hacimde) bulunma olasihgi asagidaki gibi verilir.

j lY(x,y,zt)|? dxdydz = f Y (x,y,2zt) .Y,y zt) dexdydz

dV = dxdydz diferansiyel hacim elemanidir.
Dalga fonksiyonunun tek basina fiziksel bir anlami yoktur, sadece tiim genliklerin bir setidir diyebiliriz.

Daha sade olmasi bakimindan parc¢acigin tek boyutlu uzayda ¢izgisel bir dogrultuda hareket ettigini
varsayalim ve dalga fonksiyonunun uzaysal kismini tek boyutlu olarak ele alalim, bu durumda
denklemimiz asagidaki hale gelir.

o)

jll/)(x, )2 dx = jl/J* (x,t) . Y(x, t) dx

Kuantum Fizigi (E. Wichmann)/Sayfa 304/ileri Konu/Dalga Fonksiyonunun Normlanmasi

konusu incelendiginde;

Dalga fonksiyonunun x ve t'nin bir fonksiyonu oldugu, dalga fonksiyonunun mutlak deger
karesinin bir olasilik yogunlugu ile orantili oldugu ve bunun anlaminin bir t aninda pargacigl
ornegin (x1,x2) araliginda bulma olasiligi oldugu gorilecektir.

Yani; olasilik P(x1,x2) =fo°oo|1p(x, t)|? dx = Nf_il/)* (x,t) . YP(x,t) dx

N sabiti x ve t'den bagimsizdir.

integrali (-o°,°0) araliginda hesaplarsak parcacigi mutlaka bir yerde bulmamiz gerektiginden,
olasilik degeri;

P(-00,00) = 1 =fo°oo|1p(x, t)|? dx olmak zorundadir, ancak y(x,t) hali hazirda normalize
edilmemistir. ¥ (x,t) dalga fonksiyonunu normalize edildikten sonra n(xt) olarak
adlandiralim.



Yn(x,t) bu durumda normalize edilmis dalga fonksiyonudur ve | {n(x,t) |2 ifadesi ise simdi
dogrudan olasilik yogunlugu olarak adlandirilir.

Max Born’un oénerdigi gibi P(x,t) dx = |Pn(x,t)|?2 dx yazabiliriz, bunun anlami (x,t) dalga
fonksiyonu ile betimlenen pargacigin t aninda x ile x+dx arasinda bulunabilme olasiligini
tanimlar. Burada P(x,t) olasilik degil, olasilik yogunlugudur. (Quantum Physics/S.
Gasiorowicz/Bolum-3)

P(x,t) olasilik yogunlugu degeri gercel bir sayidir.

Fiziksel anlam olarak olasilik yogunlugunun degeri, parcacigin bulunma olasiliginin yiiksek oldugu
yerlerde blyuktir.

| b(x,t)|'ye genlik veya olasilik genligi ad verilir. Dolayisiyla olasilik yogunlugu gibi bu deger
de dogal olarak pargacigin bulunma olasiliginin yiiksek oldugu yerlerde buyuktr.

Hatirlarsak;  kompleks sayilarda z=a+bi ifadesinin mutlak degeri |z|= Vz.z* ile verilir.
Dolayisiyla Y (x, t) fonksiyonu da kompleks bir fonksiyon oldugundan | {(x, t)|= /¥.y¥* olur.

Ornegin, Y(x, t) = Poe™ ve Y™ (x,t)= Poe ™ olsun. ™. P = (Po)2. e**. e = (o)2.e° = (o) dir.

| W(x, t)|= /Y. Y* = bo haline gelir ki, bu da dalganin genligidir (amplitude).

Schrodinder’in (x,t) dalga fonksiyonu, x’e goére sirekli ve t'nin tim degerleri icin, x'in
karesinin integrallenebilir bir fonksiyonu olmahdir.

Bunun anlami, 1=N ffoooll,b(x, t)|? dx ifadesinin yakinsak olmasi demektir.

Aksi takdirde, ffoooll,b(x, t)|? dx ifadesi sonsuza iraksadiginda, 1=N.co olur ve N=1/20=0 olur.
Bu ise bizi pargacigin hicbir yerde olmamasi gibi fiziksel anlam tasimayan bir yoruma goétirir.

Schrédinger denkleminin zamandan bagimsiz olasilik yogunlugunu veren ¢6zimleri duragan
¢6ztmlerdir. Duragan olmayan haller igin olasilik yogunlugu saliniml bir zaman bagimliligi verir.

Schrédinger denklemi, kuantum mekaniginin en deterministik ve klasik fizige en yaklasan
denklemidir diyebiliriz, ¢linkii dalga fonksiyonunun t=0’daki baslangi¢ y(x,0) degeri bir kez
verildiginde, takibeden tiim zamanlar icin Y(x,t)'nin degerleri bulunabilir. (Quantum Physics/S.
Gasiorowicz/Bo6lim-3)

Dalga Fonksiyonunu Normlandirma (1’e Boylandirma-Normalizasyon)

Y (x, t) yukarida degindigimiz gibi karesinin integrali alinabilir bir fonksiyon olsun.

Normalizasyon kosulu olarak, 1 =foooo|1p(x, t)|? dx verilir, ¢inkii parcacigl mutlaka bir yerde
bulmamiz gerekir, dolayisiyla parcacigl bulma olasihigimiz tim uzay Uzerinden (burada tek
boyutlu uzay) integral aldigimizda 1 olmalidir. Bu normalizasyon ifadesinden N degerini
bulabiliriz.



Normalize edilmemis ¥ (x,t) dalga fonksiyonunu normalize edildikten sonra n(x,t) olarak

adlandiralim.

Ornegin soyle bir tanim yapalm.

Wn(x,t) = VN ¥ (x,t) olsun. Budurumda Pn(x,t)’ nin asagidaki gibi bir 6zelligi vardir.
f_oooolli’n(x, )|2dx =1 ve P(xy,x2) = f;lzl'{’n(x, t)|%dx

Bu demektir ki; {n(x,t) fonksiyonunun mutlak karesi (-eo,o) arasinda olasiligi 1 verecek sekilde
davrandigina gore, (x1,x2) araliginda da gercel degere sahip P(x1,x2) olasiligini da vermelidir. Bu
durumda olasilik yogunlugu daha 6nce soyledigimiz gibi dalga fonksiyonunun mutlak deger
karesiyle orantili olmasindan ziyade, normalize edilmis dalga fonksiyonunun mutlak karesine
yani, dogrudan |®n(x, t)|? ifadesine esit olur.

Normalize edilmis ¥n(x,t) dalga fonksiyonu ile ¢alismak, mutlak karesi dogrudan olasilik
yogunluguna esit oldugundan matematiksel islemlerde kolaylk saglamaktadir.

Kuantum mekaniginde bir pargacigin konumunu bulma olasiligi icin neden dalga
fonksiyonunun mutlak deder karesinin integralini almaya gerek duyuyoruz?

Simdi fizigin gelisimi agisindan tarihsel olarak biraz geriye gidelim.

Klasik elektromanyetik teoride birim hacim basina enerji (enerji yogunlugu) |E|% ve |B|?ile orantilidir
ve E ile B’'nin genlikleri uzay ve zamana baghdir.

Ue= (Bo/2) |E(x,y,2,t) |7, Um= 1/2po|B(x,y,2,t) |?

Toplam Enerji Yogunlugu = (Bo/2) | E(x,y,z,t) |2 + 1/2u0 | B(x,y,z,t)|?
Ayrica Bkz.

-(Fitzpatrick R./Classical Electromagnetism/Page 242)
-(Crawford/Titresimler ve Dalgalar/Sayfa 249/Denklem 7.93)
-(Wichmann/Kuantum Fizigi/Sayfa 201-202-203-209)

Kuantum mekaniginde pargaciklar ayni zamanda madde dalgalaridir (de Broglie dalgalari), dolayisiyla
parcaciklarla ugrasirken ayni zamanda dalga fonksiyonlari da isin icindedir.

Bu kavramdan yola ¢ikan Max Born; Klasik EM Teorideki gibi dalga ve dalga fonksiyonlariyla QM’de de
calismakta oldugumuzu, oyleyse Klasik EM Teoriyle bir benzesim yaparak, yani, Klasik EM Teorideki
enerji yogunluguna benzeterek QM’de Olasilik Yogunlugu kavraminin (pargacigin t aninda x ile x+dx
arasinda bulunabilme olasiligi) dalga fonksiyonunun mutlak karesiyle orantili olmasi gerektigini ileri
surdi. Schrodinger denkleminde yer alan dalga fonksiyonlarina da zaten bu ¢agrisimdan dolayi olasilik
dalgalari da denilmektedir.

*** Uyar

e Ornegin EM alanin kuantumu olan fotonu ele alalim. Bir EM alanin E ve B genliklerinin kareleri
toplamini uzayda fotona bagli enerji yogunlugu olarak yorumlamak dogru degildir, bu klasik
disiince yanhstir. Bunun yerine, dalga genliginin karesiyle iliskili her nicelik, bir olayin olus



olasiligi ile orantilidir diye yorumlanmalidir. Ornegin, uzayda belli bir bélgede E ve B genlikleri
karelerinin toplaminin integrali, bu bolgede fotonun tasidig1 enerjiye esit degildir. Ama eger bu
bolgede fotonu yakalamak istiyorsak, s6z konusu integral onun bu bolgede bulunma olasilig
ile orantilidir. Benzerince bir perdedeki delikten gecen isinimin klasik olarak hesaplanan akisi,
deligin hemen arkasina bir algilayici koydugumuzda fotonun algilanma olasiligi ile orantilidir
diye yorumlanmalidir.

e Uzayin herhangi bir yerinde bir foton bir fotopille algilanmis ise foton tarafindan algilayiciya
aktarilan enerji her zaman E = hf'dir. Fotonu algilama olasiligi E ve B genliklerinin kareleri
toplamiyla orantili olduguna gére, bir bolgedeki klasik enerji yogunlugunun integrali, bir
fotonun tasidigi enerji ile fotonun o bolgede bulunma olasiliginin ¢arpimina esittir. (Not: Bunun
anlami: dalga fonksiyonunun mutlak karesi ile veya buna esdeger olarak dalga fonksiyonunun
kendisi ve kompleks eslenigi ile fotonun enerjisini carpmak demektir, bu ise bizi beklenen
deger denklemine gotirir). Bu nedenle 1sik kaynagi, cok sayida foton salacak sekilde uzun
zaman sabit tutulursa, bir bolgede gozlenebilecek ortalama enerji gercekten o bolgede
hesaplanan klasik enerjiye esittir. (Wichmann/Kuantum Fizigi/Sayfa 170).

Yukarida bahsedilen ortalama enerji, Ehrenfest’in teoremine uygun olarak kuantum mekaniksel bir
degiskenin (lineer hermityen operatdr) ortalama degeri (beklenen deger) olarak ortaya cikar.

Ehrenfest Teoremi der ki; “Kuantum mekanigi diinyasindaki degiskenlerin ortalama degerleri, bunlara
karsilik gelen klasik fizikteki degiskenlerle tanimlanan hareket denklemlerini dogrular”.

Genel olarak, herhangi bir gézlemlenebilir nicelik icin beklenen deger, o gézlemlenebilir niceligin
kuantum mekaniksel islemcisini, dalga fonksiyonunun tiim uzay iizerinden alinan integraline
yerlestirerek bulunur, bunun neden béyle oldugu ileride “beklenen deger” konusunda agiklanacaktir.

— *
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Bir serbest parcacigin enerjisi asagidaki gibi verilir. Simdi bu pargaciga ait enerjinin beklenen degerini
(expectation value) bulmaya galisalim.
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Ayni sekilde momentum operatoriiniin beklenen degerini bulmak istersek;
T h oo
= *(x, 1) ——y(x,t)dx
(p) _Luf oW

yazmamiz gerekir.



Dolayisiyla, Max Born Klasik EM Teoriden esinlenmistir ama QM icin bambaska bir olasilik yorumu
getirmigtir.

Kuantum mekaniginde yer alan goresiz Schrodinger ve goreli olarak invaryant Klein-Gordon dalga
denklemleri kuantum mekaniginde ¢ok bilinen denklemlerdir. Tipki Maxwell denklemlerine benzer
olarak, bu dalga denklemlerinin ¢6zlimleri gibi, ¢6zliimlerinin sliper pozisyonlari da birer ¢d6zim
oldugundan bu denklemler ikinci dereceden lineer diferansiyel denklemler olarak adlandirilirlar. Bu
¢Oziimler ve ¢oziimlerin stiper pozisyonlari Hilbert Uzayindaki durum vektérlerine (state vector) karsilik
gelir. Her bir ¢6ziim (durum vektorii), kuantum mekaniksel sistemin tek bir durumunu anlatir. Lineer
diferansiyel dalga denklemlerinin ¢éziim kiimesinin elemanlari olan fonksiyonlar, tipki vektéor
alanlarinin sagladigi lineerlik ve lineer bagimsizlik gibi 6zellikleri saglamaktadir.

B) Siirekli Olasilik Dagilimlari

Parcacigl uzayin belli bir bolgesinde bulma olasiliginin neden bu sekilde ifade edildigini anlamak igin
oncelikle “Siirekli Olasilik Dagihmlari” konusu anlasilmalidir. (F. Reif)/ istatistik Fizik/Sayfa 86

Ornek olarak cok biiyiik N tane % spinden olusan ideal bir spin sistemini gdz 6niine alalim. Bu sistemin
toplam manyetik momenti herhangi bir anda (N+1) adet miimkiin degerden birini alabilir.

Soru sudur: Herhangi bir anda sistemin toplam manyetik momentinin M ile M+dM arasindaki belirli
kiiglik bir aralikta bulunmasinin olasiligi nedir?
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Yukaridaki grafik, spinlerin N sayisinin blyilik ve bir spinin o manyetik momentinin nispeten kiiglk
oldugu bir halde spin sisteminin toplam manyetik momentinin bir M degeri almasinin P”’(M) olasiligini
gosterir. Burada M, yalniz 2 ile birbirinden ayrilmis kesikli degerler alir.

Simdi Yo degerini herhangi bir makroskobik 6élglimde gegen en kiiglik manyetik moment degerinden
onemsenmeyecek kadar ¢ok ¢ok kigik varsayarsak, M’yi siirekli bir degisken olarak kabul edebiliriz.
Bu durumda asagidaki grafikte gosterildigi gibi kesikli degerlerden siirekli degerlere gectigimize dikkat
ediniz.
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Boylece toplam manyetik momentinin M ile M+dM arasindaki belirli kiiglik bir aralikta bulunmasinin
olasihgl P(M, M+dM) = P(M)dM seklinde verilebilir, burada P(M) olasilik yogunlugudur.

Yukaridaki sekilde gosterilen 6rnekte olasilik yogunlugu P(M), M’nin yavas degisen bir fonksiyonudur.
Egrinin altindaki M ile M+dM araligina disen P(M)dM tarali alani, toplam manyetik momentin M ile
M+dM araliginda bulunma olasihigidir.

Bunu kinematikte v(t)'nin t'ye gore grafigi cizildiginde, grafigin altinda kalan dx = v(t)dt diferansiyel
yer degistirme ile benzestirebiliriz.

Simdi yukarida Ornegini verdigimiz toplam manyetik moment 6rnegini genellestirelim ve sirekli
degiskenin nasil bir sey olduguna iliskin bir 6rnek verelim. Ornegin u, diizlemde bir vektér ile sabit bir
dogrultu arasindaki aclyl gostersin; bu acl, o zaman 0 ve 2mt arasinda herhangi bir degeri alabilir.

Genel olarak u, a; < u < azaraliginda ve hatta (-eo,2°) araliginda herhangi bir degeri alabilir. Boylece u
ile u+du arasindaki sonsuz kiguk araliga odaklanilabilir ve degiskenin bu aralikta bulunmasi olasiligi
sorulabilir. du yeter derecede kiiciik oldugu zaman, bu olasilik, yine P(u) olasilik yogunlugu du’nun
biyilkliginden bagimsiz bir nicelik olmak tizere P(u)du biciminde du ile orantili olmalidir.

Surekli bir u degiskeni ile ilgili olasilik dislinceleri de degiskenlerin mimkin degerlerinin kesikli ve
boylece sayilabilir oldugu daha basit durumlara indirgenebilir. Yalniz u'nun miimkiin degerleri bolgesini
keyfi kiicik ve sabit du buyukliginde esit bélmelere ayirmamiz gerekir. Boylece her bolmeyi r alt
indisiyle gosterebiliriz. u’ nun bu araliktaki degerini urile ve u’nun bu aralikta bulunma olasiligini P, veya
P(u,) ile gosterelim. Bu islem u degiskeninin her biri sonsuz kiiglik r=1,2,3... araliklarindan birine karsilk
gelen sayilabilir bir deger kiimesi ile calismamiza izin verir. Kesikli degiskenlerin olasiliklarini ilgilendiren
bagintilarin, stirekli degiskenlerin olasiliklariigin de ayni dlglide gegerli oldugu ortaya gikar.

Bu anlattiklarimizla ne demek istedigimizin sekli asagida verilmektedir.
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Sekilde, suirekli bir u degiskeninin degisim bolgesinin &u sonsuz kiigik sabit genisliginde esit araliklara
bollindGgl ve her araligin r indisi ile numaralandigi goriilmektedir.

Normalizasyon kosulu, olasiliklarin mimkiin tim degerleri Gzerinden toplaminin 1’e esit olmasi
gerektigini soyler.

Y- P(Ur) =P(u1) + P(uz) +P(u3) ...... +P(un) = 1 olmalidir.

Fakat degisken siirekli ise, toplam 6nce ur ‘nin u ve u+du araliginda bulunan bitin kesikli r araliklari
Gzerinden alinabilir, bu toplam degiskenin bu aralikta bulunmasinin P(u)du olasiligini verir. O zaman

Y- P(Ur) toplami, mimkin olan tum du araliklari Gzerinden toplanarak (integrali alinarak)
tamamlanabilir.

Boylece normalizasyon kosulu P(u) olasilik yogunlugu cinsinden asagidaki gibi verilebilir.
>.P(Ur) = faalzP(u) du =1 olur.
Burada P(u)du niceligi olasiliktir, P(u) ise olasilik yogunlugudur.

Tanim olarak vermek gerekirse;



P(u) olasilik yogunlugu; P(u)du’nun siirekli u degiskeninin u ve u+du arahginda bulunma olasiligini
verir.

Tek boyutlu harekette olasilik yogunlugu P(x) = Olasilik/Birim uzaklik boyutunda olmalidir.
integralin ici ise P(x) dx = (Olasilik/Birirauzakhk) . Birim-Uzakhk= Olasilik olur.

Yani egrinin altinda kalan diferansiyel alan alan P(x) dx’dir.

C) Sonug

Simdi (B) boliminde bahsettigimiz stirekli olasilik dagilimlari konusunu temel alarak, toplam manyetik
momentin M ile M+dM araliginda bulunma olasiligi ile ilgili soruyu ayni paralelde benzestirerek soyle
soralim:

Soru: Yi(x,t) dalga fonksiyonu ile betimlenen ve cizgisel dogrultuda tek boyutlu uzayda hareket eden
bir parcacigin t aninda x ile x+dx arasinda bulunabilme olasilig| nedir?

Kisacasi yazinin en basinda sordugumuz soru cercevesinde aradigimiz sey, bir parcacigin belli bir
bblgede konumunu bulma olasiligidir.

Sorularin degiskenler disinda birbirinin ayni olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Demek ki yola ¢ikis
noktamiz siirekli olasilik dagihmlari kavrami olacaktir, ¢iinkii hareketli pargcacigin alabilecegi
miimkiin degerler siirekli bir degiskenler kiimesinin icinde yer alir.

Bir 6nceki konuda, genel olarak u’nun, a; < u < a;araliginda ve hatta (-o0,°) araliginda herhangi bir
degeri alabilecegini belirtmistik. Burada x’in alabilecegi degerler de a; £ x < a;araliginda veya (-oo,0)
araliginda olabilir.

| Wn(x,t)|? ifadesinin neden olasilik yogunlugu olarak adlandirildigini daha énce (A) kesiminde
ifade etmistik.

P(u)'nun da surekli olasilik dagilimlari konusunda olasilik yogunlugu oldugunu da goéstermistik.
Benzesim yaparsak; P(u) €= |Un(x,t)|? , du €= dx

Dolayisiyla olasilik ifadeleri de benzesir;

Pax2) = [ 1¥n(x 0)|2dx € P(al,a2) = [ P(w) du

Normalizasyon kosullari da benzesecektir;

1=N[" [0, t)|? dx €> [ Pw)du=1

Demek ki (A) kesiminde 6ngordigimiz asagidaki ifadenin fiziksel anlaminin nereden geldigini ve
dogrulugunu gostermis oluruz.

fll/}(x, )2 dx = f Y* (x,t) . P(x,t) dx

Grafiksel olarak da (B) kesiminde verdigimiz P(M)-M grafiginde ise;



P(M) €= |Pn(x,t)|> ve M € x karsilik gelir.

Bu da bize |n(x,t)|? fonksiyonu ile bu fonksiyonun altinda kalan dx diferansiyel araliginin

carpilmasi ve (-eo,o0) veya (x1,x>) araliginda bu carpimlarin integrallenmesi sonucu pargacigin bulunma
olasiligini verecektir.
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|‘P[x._ f}rolasﬂ.lk yvogunlugu olup, uzayda pargacigi bir konumda bulmayi belirler.

https://docplayer.biz.tr/45414508-8-04-kuantum-fizigi-ders-x-schrodinger-denk-bir-v-x-potansiyeli-
icinde-bir-boyutta-bir-parcacigin-hareketini-inceler.html

Asagidaki grafikte gorildigi gibi dx = (x+dx) —x araliginda parcacigi bulma olasiligi | (x, t)|? dx'dir.

[ (x, )|

dx


https://docplayer.biz.tr/45414508-8-04-kuantum-fizigi-ders-x-schrodinger-denk-bir-v-x-potansiyeli-icinde-bir-boyutta-bir-parcacigin-hareketini-inceler.html
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D) Ortalama Deger (Beklenen Deger)

Klasik istatistik mekanikte ortalama deger (mean/average value), standart sapma (standard
deviation) ve dagilganlik (dispersion) konulari temel olasilik kavramlari agisindan biiyiik 6nem
tasir.

Kuantum mekaniginde de gozlenebilirlerin (lineer hermityen operatérler) ortalama ya da
beklenen degerlerini (expectation value) hesaplamak icin izlenen yontem de temelini bu klasik
kavramlardan alir.

Cesitli kaynaklarda ortalama deger sembolii olarak ornegin
X , <x>veya Or(x) gibi gosterimler yer almaktadir, biz referans verdigimiz kitap ve dokiimanlarda nasil
kullanildiysa ona bagh kalacagiz.

Ornegin herhangi bir istatistiksel sistemin bir u degiskeninin miimkiin olan us, uy, ....us gibi a
ayri degerden her birini P1, Py,....Pa olasiliklari ile aldigini varsayalim.

Bu durumda her bir ur degerinin olagelis olasiligina P, dersek, u degiskeninin ortalama degeri
asagidaki gibi ifade edilir. (F. Reif/ istatistik Fizik/Sayfa 75-76)

a
i=> P,
r=1

Benzer sekilde eger f(u), u’'nun herhangi bir fonksiyonu ise f'nin ortalama degeri

f(u) EE; P, f(u,).

ifadesi ile tanimlanir.

Bu tanimlarin mantiginin tam olarak kavranabilmesi igin kitabin ikinci béliimii olan Temel
Olasilik Kavramlari béliimiiniin ilgili kesimlerinin anlasildigini varsayarak;

Simdi asil konumuz olan kuantum mekaniginde ortalama degerlerin nasil hesaplandigina
gecelim.

Bir gozlenebilirin beklenen degerini bulmak icin neden dalga fonksiyonu ve onun kompleks
eslenigi ile gozlenebiliri temsil eden islemci integral icinde birlikte bulunuyorlar?

Neden asagidaki gibi bir ifadeye gerek var? Bunun anlami nedir?

erL’}'C«!.I'-.’H' )
integral over
all space

(0)= Tw*Q ydV



B kesiminde degindigimiz sirekli olasilik dagihimlari kavrami gergevesinde devam edersek;
asagidaki grafikteki P(x,t) ifadesi yine olasilik yogunlugu fonksiyonudur.

Plr. t) = E}—:’:z
A N4
1 b
A AR
!
AN
NI
s \
7 \
)_,_h,u“'r ] ?

—pr—

https://physics.mqg.edu.au/~jcresser/Phys201/LectureNotes/ProbabilitiesExpectationValues.pdf

Dalga fonksiyonu, 6zdes sartlar altinda tekrarlanan sistemdeki pargaciklarin konumunu élgme
deneyi sonucu Uretilen rastgele verilerin olasilik dagilimlarini vermis olsun.

Bu 6rnekte konum degiskenini (gdzlenebilir) 6rnek alacagiz.

Varsayalim ki sistemi olusturan pargaciklarin timi ayni y(x,t) durumunda bulunsunlar ve t
aninda her bir parcacigin konumunu 6lgmis olahm. Grafige gére t aninda yapilan 6l¢ciim sonucuna
istinaden pargaciklar her 6x araligina gelisiglizel yayilmis olacaktir.

Dolayisi ile asagidaki ifade bize yaklasik olarak pargaciklarin &x araligina diisme olasiligini
verecektir.

SN (z,t)
N

= Pz, t)ox

Burada N, toplam parcacik sayisi, 8N(x,t) ise (x, x+6x) arasindaki parcacik sayisidir.
Kesim (B)'den hatirlarsak;

Nasil ki P(x) dx = (Olasilik/Birim-uzakhk) . Birim-Uzakhk = Olasilik idi (grafigin altinda kalan alan),
burada da ayni mantik gecerlidir ve P(x,t).6x ifadesi de bize olasiligi verir. Zaten mantiksal
olarak da duslintldigiinde tiim N’ler icinde &6N(x,t) degeri eger (x, x+6x) arasina dustigl
varsayllan parcacik sayisi ise, birbirlerine orani da dogal olarak olasilig1 verecektir.

10
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Yukaridaki ifadedeki esitlik bir yaklasiklik olarak verilmistir, eger N -> o= yapilarak pargacik
sayisi bayatalirse klasik istatistik fizikte de oldugu gibi (deney sayisini artirmakla es) olasilik
degerine de o kadar hassas yaklasmis oluruz ve artik bu degere esitlik gdziiyle bakabiliriz ve
denklem asagidaki hale gelir.

SN (z.1)

lim ——— = P(xz.t).
N—oso NOx )

Simdi bu agiklamalari yaptiktan sonra gelelim beklenen degerin nasil hesaplandigina;

Simdi tekrar asagidaki denklemlere baktigimizda bir degiskenin veya bir fonksiyonun ortalama degeri
ifadeleri daha dnce acikladigimiz gibi bu sekilde veriliyordu.

i Eglfmr, flu) Eé} P, f(uy).

Yapacagimiz sey, ilgilendigimiz x degiskeninin ortalama (beklenen) degerini bu denkleme uygun olarak
diizenlemektir.

aN(x, 1)
Bu ifadeyi ortalama deger formiiliine yerlestirdigimizde x(t) degiskeni icin asagidaki ortalama deger
ifadesini elde ederiz ve bu durum yukarida toplam semboli icinde verilen goriintiiye esdeger olur. Yani
olasilik ile degiskenin veya ilgili fonksiyonun garpiminin kesikli toplami bize ortalama degeri verir.

o ON(z. t) _ .
(x(t)) = Z 1% = Z r P(x, t)dx.

All bz ; All 4z

Hatirlarsak olasilik ifademiz yandaki gibiydi. = P(x,t)dx

N -->eo ve &x-->0’a gotirirsek kesikli toplam ifadelerinden diferansiyel ifadelere geceriz ve
kesikli sigma toplam ifadelerinin yerini asagidaki integral formu alir.

(z(t)) = / r Plz.t)de = / T 111(::‘.?}|fff:r
a ) .

-

ffoooltp(x, )% dx = ffooow,b* (x,t) .y (x, t) dx ifadesini hatirlarsak; bu, bir pargacigin yerini bulma
olasihgi idi. Demek ki bu olasilik ifadesiyle ilgili degiskeni/fonksiyonu/operatérii integralin
icine koyunca bunlarin ortalamasini buluyormusuz. Simdi bu bakis agisiyla olasilik ifadesi
olan [Y(x,t)|?’nin yanina istersek enerji, istersek momentum operatériinii koyup beklenen
degerlerini bulabiliriz.

Denklemin sag tarafindaki integral, parcacigin herhangi bir 6zel durumunu tanimlayan dalga
fonksiyonu verilince, x kuantum mekaniksel konum degiskeninin sayisal olarak ortalama
degerini bulmamizi saglar. Kuantum mekaniksel x degiskeninin sayisal degeri yoktur, bu
degiskenler oyle tanimlanmislardir ki, verilen bir dalga fonksiyonu icin ancak ortalama
degerleri hesaplanabilir.
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